Polos Olimpicos de Treinamento

Curso de Geometria - Nivel 2 Aula (10
Prof. Cicero Thiago

Relagoes métricas no triangulo.

1. Seno, cosseno e tangente

_| a

A B
d cateto oposto  AC g AC
senodea=—————=— =sina= —.
hipotenusa BC BC
d cateto adjacente  AB N AB
cosseno de a = =— = cosa=——.
hipotenusa BC BC
AC
~ senodea o AC _AC
tangente de a = ossono do o — A_B =15 = tana = 15
BC

Como a + 8 = 90° é facil provar que sina = cos 8 e cos o = sin 3.

Teorema 1. (Pitdgoras) Em um tridngulo retangulo a soma dos quadrados dos catetos
é igual ao quadrado da hipotenusa.

Demonstracao.
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1. AABD ~ AABC

c m 9
—=—&c=a-m
a c
2. AACD ~ AABC
é—a_m<:>bz—a (a—m)=a*—a-m
a b N N
Entao,
F+bP=a-m+ad®—a-me
A+ =d’
2. Angulos not4veis
2.1. 45°
45°
av/2
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a V2
sin4h® = — = —
a2 2
cos45° = a__ Q
av/2 2
V2
o 2
tan45° = <4 = 1.
V2
2
2.2 30° e 60°
30°
a
av/3
2
60° |—
L
2
a
. o o 5 1
sin30° = cos 60° = & = —
a 2
av'3
cos 30° = sin60° = —2— — ﬁ
a 2
1
tan 30° = 2 = ﬁ
Vi3
2
V3
tan 60° = % = /3.
2

w
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Usaremos, sem demonstracao, no restante deste material que sinx = sin(180° — z) e
cosz = —cos(180° — ).

Teorema 2. (Lei dos Senos) Seja ABC' um triangulo tal que BC =a, CA=be AB =c.
Seja R o raio da circunferéncia circunscrita. Entao

a b c 9R.

sin ZA - sin /B - sin ZC -

Demonstracao.

Seja AD um diametro. E facil ver que ZABC = ZADC. Assim, no triangulo AADC,

. b b
sin/B = 3R & n/B 2R. Analogamente,
a c
= = 2R.
sinZA  sinZC R
Finalmente,
a b c

2R.

sin ZA - sin /B - sin ZC -

Teorema 3. (Lei dos Cossenos) Seja ABC um triangulo tal que BC = a, CA =be
AB = c¢. Entéo,
a? = b? + ¢? — 2bccos LA,

v’ = a? + 2 — 2accos /B,

A =a®>+b%>—2abcos ZC.
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Demonstracao.

Vamos fazer o caso em que o triangulo é acutangulo. O caso em que o triangulo é ob-
tusangulo fica como exercicio. Aplicando o teorema de Pitdgoras nos triangulos AABD e
AACD, temos:

A =m>+H%e

V¥ =(a-m)*+H> <
b2 = a® — 2am +m? + H?.

. m .
Assim, b? = a® + ¢ — 2am. Por outro lado, cos /B = — < m = ¢ cos ZB. Finalmente,
c

b2 = a® + ¢ — 2accos ZB. Analogamente,
a? =0+ —2bccos LA e
? =a?+b> —2abcos £C.

Teorema 4. (Stewart) Seja ABC um triangulo tal que BC' = a, CA=be AB = c. Seja
D um ponto sobre o lado BC tal que BD =z, CD =y e AD = z. Entao,

Ay + v2x — 220 = axy.

Demonstracao.
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Aplicando a lei dos Cossenos nos triangulos AABD e AACD, temos

& =a2%+ 2% — 222c08(180° — a) &

2 22
x + z cos(180° — ). (1)

b =y2+ 22— 2yzcosa <
b2 2
— zy—i—z— —2zcosa. (2)
Y Y

Adicionando (1) e (2), encontramos

P2 2 2 2
—t—=zty+t—+=—
Y
b2 2 22 22
—F+—=a+—+— <=
Yy € Yy €T

Ay + b2z — 220 = axy.

Exercicios resolvidos

1. Num triangulo ABC' sao dados ZA = 60°, /B = 45° ¢ BC' = 4 cm. Determine a
medida de AC.

Solucgao.
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C
4
600 450
A B
Aplicando a lei dos senos temos
BC AC
. = — =
sin/ZA sin/ZB
4 AC
sin60°  sin45°
a4 _ac
V3o V2
2 2
Y

2. (OCM) Um observador estando a 25 m de um prédio o visualiza sob um certo angulo.

Afastando - se, na direcao perpendicular ao prédio mais 50 m o angulo de visualizacao
é a metade do anterior. Qual a altura do prédio?

| Q

* O
A 50 m D 95 mB

Solucao.
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E facil ver que AADC é isésceles, ou seja, AD = CD = 50 m. Aplicando o teorema
de Pitagoras no triangulo ABDC' temos

CD? = BD? + BC? & 50% = 25% + BC? & BC = 25V/3.

3. (China Western) Em um trapézio ABCD, AD//BC . Sejam E um ponto variando
sobre o lado AB, O1 e Os os circuncentros dos triangulos AED e BEC, respectiva-
mente. Prove que o comprimento de 0105 é fixo.

Solucgao.

E f4cil ver que ZAEO; = 90° — ZADE e ZBEO; = 90° — /BCE. Entao,

LO1EOy = LZADFE + ZECB.
Como AD || BC, construa uma paralela a AD, por E. Dessa forma ZDEC =
/ADE + Z/BCE, ou seja, ZO1EOy; = ZDEC. Usando lei dos senos, temos

DE o QOlESinlA - OlE
EC  205Esin/B  OsE’

Assim, ADEC ~ AO1EQO,. Portanto,

0109 _ O F _ O.FE _ 1
DC  DE 20,Esin/ZA 2sinZA’

D
Portanto, 0109 = — ¢

———— que é um valor fixo.
251114A’q v x

4. Seja ABC'D um quadrilatero inscrito em uma circunferéncia de diametro AD. Se
AB =BC =1e AD = 3, ache o comprimento da corda C'D.

Solucao.
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Temos que AD =3, AB = BC = 1. Aplicando o teorema de Pitdgoras no triangulo

ABD, temos
AD? = AB? + BD? & 32 = 1! + BD? & BD = 2V/2.
BD  2v2
Além disso, cosa = 1D - T\/_ Aplicando a lei dos cossenos no triangulo BCD,
temos

BC?=BD?>+(CD?—-2-BD-CDcosa <
2v2
12:8+CD2—2~2\/§-CDT\/_<:>
7
CD=3 —.
Oll3

Como o diametro mede 3, entdo CD = g

5. (Teste de selegao do Brasil para a Cone Sul) Em um tridangulo acutangulo ABC,
/A = 30°, H é seu ortocentro e M é o ponto médio de BC. Sobre a reta HM
tomemos um ponto T # H tal que HM = MT. Mostre que AT = 2BC.

Solucgao.
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-

HBTC é um paralelogramo pois M é o ponto médio de BC e HM = MT. Além
disso, BC 1L AC e BH || AC, assim CT 1 AC, ou seja, ZTCA = Z90°. Com
isso, T pertence a circunferéncia circunferéncia circunscrita a ABC' e AT é diametro.

Portanto,
BC BC

sin /A sin30°

AT =2R = =2BC.

Exercicios propostos

1. (OCM) Se as diagonais de um quadrildtero (convexo) sao perpendiculares, prove que
as somas dos quadrados dos lados opostos sao iguais.

2. (OCM) Dobra - se um pedago de arame de 32 cm de comprimento formando um
triangulo isdsceles de 12 cm de base. Calcule a medida do comprimento da bissetriz
do angulo oposto a base.

3. (OBM) P é um ponto interior a um quadrado ABCD. As distancias de P aos vértices
Ae D e aolado BC sao iguais a 10 cm. O lado do quadrado mede:
(a) 10 cm (b) 12 ecm (¢) 14 (d)16 cm (e) 18 cm

4. Um ponto P, interno de um angulo de 60°, dista 6 m e 9 m dos lados desse angulo.
Qual a distancia entre P e a bissetriz do angulo?

5. Seja ABC um triangulo tal que ZABC = 45°. Seja D o ponto sobre o segmento BC'
tal que 2BD = CD e ZDAB = 15°. Determine o angulo ZACB.

6. (AIME) Seja ABC um triangulo tal que AB = 13, BC =15 e CA = 14. Seja D o
ponto do segmento BC tal que CD = 6. Seja E o ponto de BC tal que CE > CD e
/BAE = ZCAD. Determine BE.

10
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7. No triangulo ABC, /BAC = 20° e AB = AC. Os pontos M e N estao sobre os lados
AB e AC, respectivamente, e sao tais que ZBCM = 60° e ZCBN = 50°. Calcule a
medida do angulo ZCMN.

8. Em um tridngulo ABC, /ZBAC =100° e AB = AC. Seja BD a bissetriz de ZABC),
com D sobre o lado AC. Prove que AD + BD = BC.

9. (Teste de selegao do Brasil para a IMO) Seja I" uma circunferéncia de centro O tan-
gente aos lados AB e AC do triangulo ABC nos pontos E e F'. A reta perpendicular
ao lado BC por O intersecta EF' no ponto D. Mostre que A, D e M (ponto médio
de BC) sao colineares.
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